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Abstract 
In this paper synchronization schemes between three identical three-dimensional Zhang-Li-Chang chaotic 

systems are proposed. The main idea is to achieve identical synchornization first between two such systems by 
designing a proper coupling between them and then to apply a similar approach to synchronize the second 
system with a third one. In such way all three systems will have identical and by the same time chaotic 
behaviour. This feature can be used in a communication system with chaotic data encryption where the data is 
secured by chaotic bearing signal. The middle chaotic system models acts as a re-translate system in the 
communication system. 
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ВЪВЕДЕНИЕ 

Нелинейните системи с хаотична ди-
намика са специфичен клас системи, 
които имат характеристики както на де-
терминирани, така и на стохастични сис-
теми. Например те се описват с детерми-
нирани, обикновено прости и от нисък 
ред диференциални уравнения с извест-
ни параметри и начални условия, но в 
същото време имат поведение, което е 
по-присъщо на стохастичните системи. 
Например, техният атрактор в простран-
ството на състоянието се състои от тео-
ретично безкраен брой неустойчиви пе-
риодични орбити, като не може да се 
предскаже в кой момент по коя орбита 
ще се движи системата. Тази непредска-
зуемост има връзка със силната чувстви-
телност към началните условия на хао-
тичните системи, което е техен основен 
отличителен белег. Всичко това прави 

хаотичните системи интересен обект за 
изследване и търсене на евентуални об-
ласти от практиката, където техните спе-
цифични свойства могат да се използват. 

Така например съществува клас зада-
чи, при които със средствата на теорията 
на автоматичното управление, в част-
ност тази за нелинейните системи, се 
търси управление към дадена хаотична 
система с цел тя да се стабилизира в рав-
новесна точка или периодична орбита и 
така хаосът да се елиминира [1,2]. При 
друг клас задачи се цели изкуствено хао-
тифициране на система, ако това ще до-
веде до по-ефективна работа [3].  

При трети клас задачи се търси връзка 
между две или повече, идентични или не 
хаотични системи, така че те по опреде-
лен начин да синхронизират динамиката 
си [4-6]. Бързото развитие на този раздел 
от теорията на хаоса през последните 
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години е обусловено от редица възмож-
ни приложения на хаотичната синхрони-
зация в практиката и най-вече при реали-
зиране на комуникации с висока степен 
на защита от неоторизиран достъп. През 
последните три десетилетия са предло-
жени редица разнообразни по своя ха-
рактер методи за реализиране на хаотич-
на синхронизация [7,8], като при някои 
от тях се въвежда допълнителен упра-
вляващ/синхронизиращ сигнал от едната 
система към другата, а при други про-
менливи от едната система директно за-
местват променливи от другата. На база-
та на такива хаотични синхронизацион-
ни схеми се реализират системи за защи-
тено предаване на данни или системи за 
криптиране на информация, при които 
полезният сигнал се маскира с хаотична 
компонента, което прави трудно или до-
ри невъзможно неговото извличане при 
евентуално прехващане. 

Специфичен тип хаотична синхрони-
зация е каскадната синхронизация, при 
която за разлика от стандартния случай, 
когато се синхронизират две хаотични 
системи, целта е постигане на идентична 
или друг тип синхронизация между три 
и повече системи [6]. Този тип синхро-
низация намира приложение например 
при по-сложни хаотични комуникацион-
ни системи, при които се налага включ-
ването на една или повече системи-ре-
транслатори на сигналите. 

В статията се предлагат схеми за ка-
скадна синхронизация на хаотични сис-
теми на основата на сравнително нов мо-
дел на тримерна непрекъсната хаотична 
система. Схемите са реализирани на ос-
новата на двустепенна връзка между вся-
ка двойка системи, състояща се от де-
композиционен подход от тип линейно-
нелинейна декомпозиция и свързване с 
обратна връзка. Първата връзка осигуря-
ва линейна система от разсъгласуване и 
съответно лесен анализ на устойчивостта 
на синхронизационната схема, а втората 
– множество комбинации от връзки и из-
бор на най-добрия вариант.  

 

ИЗЛОЖЕНИЕ 
За основа на хаотичните синхрониза-

ционна схеми е избран т.н. модел на 
Zhang-Li-Chang, предложен от колектив 
китайски учени през 2017 г. [9]  Моделът 
е абстрактен модел на хаотична система 
от трети ред и е с непрекъснат характер. 
Уравненията на модела са: 
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Моделът има четири параметъра, чии-

то номинални стойности са: 
 

.5.0,8,25,12 ==== dcba               (2) 
 
Уравненията (1) са симулирани с по-

мощта на симулационната среда 
Simulink на популярния програмен про-
дукт Matlab с произволно избрани начал-
ни условия: 
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На фиг. 1 е показан общият вид на 

хаотичния атрактор на системата в про-
странството на състоянието ),,( 321 xxx . 
На фиг. 2 са показани времевите харак-
теристики на отделните променливи на 
състоянието ix . Както се вижда, те имат 
типичния за хаотична система вид – не-
различими са от сигнали със случаен ха-
рактер. 
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Фиг. 1. Хаотичен атрактор на модела на 

Zhang-Li-Chang 
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На фиг. 3 е представена общата идея 
за реализиране на хаотична каскадна 
синхронизационна система на основата 
на модела (1). Схемата ще се състои от 
три идентични модела на Zhang-Li-
Chang с еднопосочна връзка между тях. 
Първата система е управляващата или 
Master система, която осигурява синхро-
низиращ сигнал към втората система, на-
речена Slave 1. Тя е в ролята на подчине-
на система на Master системата и в също-
то време – в ролята на управляваща сис-
тема за третата система – Slave 2. 

 

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
-20

0

20

t,s

x1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
-50

0

50

t,s

x2

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
-100

0

100

t,s

x3

 
Фиг. 2. Времеви характеристики на 

променливите на модела на Zhang-Li-Chang 
 

 
Фиг. 3. Схема за еднопосочна каскадна 

синхронизация 
 
При успешно синтезирани връзки 

между системите от Фиг. 3 системата 
Slave 1 ще подчини динамиката си на та-
зи на системата Master, а системата Slave 
2 ще подчини динамиката си на система-
та Slave 1 и следователно нейната дина-
мика също ще стане идентична на тази 
на Master системата. 

Ще бъдат разгледани варианти както 
на еднотипни, така и на разнотипни 
връзки между двете двойки хаотични 
системи Master - Slave 1 и Slave 1 - Slave 2. 

 

Вариант с еднотипна връзка между 
двете двойки системи. 

Нека Master системата се описва с 
уравнения (1). В базова конфигурация 
без връзки между системите, системите 
Slave 1 и Slave 2 ще бъдат: 
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където с 31,~ ÷=ixi  са означени промен-
ливите на системата Slave 1, а с 

31,~~ ÷=ixi  са означени променливите на 
системата Slave 2.  

Трите системи (1), (4) и (5) са с иден-
тични набори параметри - (2), но са с 
различни начални условия. Началните 
условия на Master системата са (3), тези 
на системите Slave 1 и Slave 2 са съот-
ветно: 
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и са избрани на произволен принцип. 

Дефинират се следните функции на 
разсъгласуване между променливите на 
системите Master - Slave 1 и Slave 1 - 
Slave 2: 

 
31,~ ÷=−= ixxe iiia                            (8) 

 
31,~~~ ÷=−= ixxe iiib                            (9) 

 

MASTER 

SLAVE 1 
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Тъй като първоначално между систе-
мите (1), (4) и (5) няма връзка, то незави-
симо, че началните им условия са близко 
разположени точки в пространството на 
състоянието – (3), (6) и (7) и наборите им 
параметри са еднакви, системите нямат 
да имат идентична динамика. Това е ха-
рактерна особеност на хаотичните систе-
ми и се илюстрира с динамиката на 
функциите на разсъгласуване (8), показа-
на на фиг. 4. Аналогична е динамиката 
на функциите (9). 
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Фиг. 4. Функции на разсъгласуване между 

системите Master и Slave 1 
 без връзка между тях 

 
Нека системата Slave 1 (4) се модифи-

цира така, че да се реализира връзка 
между нея и системата Master (1) на 
принципа на линейно-нелинейната де-
композиция [10], т.е. всички нелинейни 
елементи в модела (4) се заместват с тех-
ните аналози от (1): 
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Така на практика е реализирана син-

хронизационна схема между системите 
(1) и (4), като връзките между двете сис-
теми, т.е. нелинейните елементи, са под-
чертани. Този принцип на връзка е мно-
го удобен за анализ на устойчивостта на 
така синтезираната синхронизационна 
схема, защото при него системата от раз-

съгласуването е линейна. Тази система 
се получава, като се извадят уравненията 
на системата Slave 1 (10) от тези на 
Master системата (1) с отчитане на зави-
симостите (8), както и че iaiaia xxe  ~−= : 
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Системата от разсъгласуването (11) 

може да се запише в пространството на 
състоянието във вида aa Aee = , където 

[ ]Taaaa eee 321=e . Нейната матрица на 
състоянието, от която се определя устой-
чивостта на схемата (1) – (10), ще бъде: 
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Собствените стойности на матрицата 

(12) са:  
 

7.13,8,7.2 321 −=−== λλλ  .         (13) 
 
Наличието на положителна собствена 

стойност показва, че системата (11) е не-
устойчива, т.е. синхронизационната схе-
ма (1) – (10) не може да осигури иден-
тична синхронизация, при която функ-
циите на разсъгласуване (8) да клонят 
към нула. Затова дори двете системи да 
бъдат с много близки начални условия, 
какъвто е случая, тяхното движение ще е 
несинхронно. Видът на функциите (8) не 
се отличава от този при случая без връз-
ка между системите от Фиг. 4. В такъв 
случай синтезирането на следващата 
система Slave 2 става безпредметно, т.е. 
каскадна синхронизационна схема с ед-
нотипна връзка между системите от типа 
линейно- нелинейна декомпозиция не 
може да се реализира. 

Нека се добави вторична връзка към 
уравненията на системата Slave (10), ге-
нерирана на принципа на метода за 
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хаотична синхронизация с въвеждане на 
обратна връзка. Избран е вариант, при 
който връзката е към второ уравнение: 
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т.е. към второто уравнение се добавя си-
гнал, пропорционален на функцията 

222
~xxe a −= . Коефициентът на връзка α  

се избира така, че по възможност всички 
собствени стойности на матрицата на 
състоянието (12) да бъдат в лявата полу-
равнина на комплексната равнина. На-
пример при 5=α  матрицата А ще бъде: 

 

.
800

041
02512

00
011
0

















−
−

−
=

















−
−

−
=

c

ba
αA

 

                            

                                   (15) 
 
Собствените стойности на матрицата 

(15) са:  
 

4.14,8,6.1 321 −=−=−= λλλ .       (16) 
 

Всички собствени стойности са отри-
цателни, следователно синхронизацион-
на система с Master система от вида (1) и 
система Slave 1 от вида (14) ще бъде 
устойчива и ще осигури постигането не 
идентична синхронизация между двете 
системи. Тогава същият тип свързване 
може да се приложи и между системите 
Slave 1 и Slave 2. Така системата Slave 2 
ще бъде: 
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Тъй като връзката е еднотипна на тази 

между системите Master и Slave 1, не се 

налага анализ на устойчивостта за схема-
та Slave 1 - Slave 2. Симулациите по-
твърждават наличието на идентична син-
хронизация между трите системи. На 
фиг. 5 са показани функциите на разсъ-
гласуване (8), а на фиг. 6 – функциите на 
разсъгласуване (9). Началните условия 
на трите системи са (3), (6) и (7). От фиг. 
5 се вижда, че след преходен процес от 
около 3 s функциите 31,~ ÷=−= ixxe iiia  
клонят към нула, което съответства на 
идентична синхронизация между систе-
мите Master и Slave 1. От фиг. 6 се виж-
да, че след преходен процес от около 5 s 
функциите 31,~ ÷=−= ixxe iiib  също 
клонят към нула, т.е. системата Slave 2  
се синхронизира със системата Slave 1. 
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Фиг. 5. Функции на разсъгласуване между 

системи Master (1) и Slave 1 (14)            
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Фиг. 6. Функции на разсъгласуване между 

системи  Slave 1 (14) и Slave 2 (17)            
 
Могат да се дефинират и функции на 

разсъгласуване между системите Master 
и Slave 2: 
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31,~~ ÷=−= ixxe iiic                          (18) 
 
Тези функции са показани на фиг. 7 и 

потвърждават наличието на идентична 
синхронизация и между системите 
Master (1) и Slave 2 (17).  

Така наличието на идентична синхро-
низация в разглежданата каскадна схема 
от три хаотични системи е доказано ана-
литично и потвърдено чрез компютърна 
симулация. 
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Фиг. 7. Функции на разсъгласуване между 

системи  Master (1) и Slave 2 (17)            
 
Вариант с разнотипна връзка 

между двете двойки системи. 
Ще бъде потърсен вариант на схема за 

каскадна синхронизация между три сис-
теми на Zhang-Li-Chang, при който връз-
ката между системите Master и Slave 1 се 
различава от тази между системите Slave 
1 и Slave 2. Нека първите две системи от 
каскадната синхронизационна система са 
тези от предишната точка, т.е. системи 
(1) и (14), като коефициентът α  ще бъде 
означен като aα  и ще запаси стойността 
си 5=aα . След последователно тестване 
на различни видове вторични връзки 
между системите Slave (1) и Slave (2) е 
избран следният вариант за система 
Slave 2: 
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т.е. към второто уравнение този път се 
добавя сигнал, пропорционален на функ-
цията 111

~~ xxe b
−= . 

За 10=bα  матрицата А ще бъде: 
 

.
800

049
02512

00
011
0

















−
−−

−
=

















−
−
−

=
c

ba

bαA

 

                            

                                    (20) 
 
Собствените стойности на матрицата 

(20) са:  
 

8,5.135.5 32,1 −=±−= λλ j .             (21) 
 

И трите собствени стойности са или 
отрицателни, или с отрицателни реални 
части. Следователно при така синтезира-
ната част от синхронизационната схема 
между системите Slave 1 и Slave 2 също 
ще бъде изпълнено условието за синхро-
низация. 

Симулациите потвърждават наличие-
то на идентична синхронизация между 
трите системи от каскадната схема (1) – 
(14) – (19). Функциите на разсъгласуване 

31,~ ÷=−= ixxe iiia  не се отличават от 
тези на фиг. 5. На фиг. 8 са показани 
функциите на разсъгласуване 

31,~ ÷=−= ixxe iiib . На фиг. 9 са показа-
ни функциите на разсъгласуване 

31,~~ ÷=−= ixxe iiic .   Началните усло-
вия на трите системи са (3), (6) и (7). 
Вижда се, че отново се постига идентич-
на синхронизация между трите хаотични 
системи Master, Slave 1 и Slave 2, като 
преходните процеси са със сходна про-
дължителност с тези от каскадната схема 
с еднотипна връзка. 

И при двата разгледани варианта на 
каскадни синхронизационни схеми е из-
следвано влиянието на коефициентите 
на допълнителните връзки iα  върху про-
дължителността на преходните процеси. 
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Фиг. 8. Функции на разсъгласуване между 

системи  Slave 1 (14) и Slave 2 (19)            
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Фиг. 9. Функции на разсъгласуване между 

системи  Master (1) и Slave 2 (19)            
 

Например, ако при каскадните син-
хронизационни схеми Master (1) – Slave 
1 (14) – Slave 2 (17) или Master (1) – 
Slave 1 (14) – Slave 2 (19) се избере кое-
фициент на връзка между първата двой-
ка системи 10=aα , вместо предишната 
стойност 5=aα , се наблюдава значител-
но намаляване на продължителността на 
преходните процеси. На фиг. 10 са пока-
зани функциите на разсъгласуване 

31,~ ÷=−= ixxe iiia  за схемата Master (1) 
– Slave 1 (14) – Slave 2 (19). Вижда се, че 
преходният процес до синхронизирането 
на системите е около два и половина пъ-
ти по-кратък в сравнение с този от фиг. 
5. Подобни по продължителност са пре-
ходните процеси и при функциите 

iiib xxe ~−=  и iiic xxe ~~−= . 
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Фиг. 10. Функции на разсъгласуване между 
системи Master (1) и Slave 1 (14) за  10=aα            

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Синтезирани са хаотични каскадни 
синхронизационни схеми на основата на 
нов модел на хаотична система от трети 
ред. Използван е метод за синхрониза-
ция, който осигурява линейна система от 
разсъгласуването и следователно – лесен 
анализ на устойчивостта. С използването 
на допълнителни връзки се намират най-
удачните варианти на синхронизационни 
схеми. Получените резултати могат да се 
използват като основа за реализиране на 
комплексна система за защитено преда-
ване на данни с хаотично маскиране, при 
която е необходимо да се използват меж-
динни ретранслиращи системи. Същият 
подход може да се използва и за каскад-
ни схеми с четири или повече хаотични 
системи. 
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